INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 


Propositos 

• Identificar las operaciones algebraicas que convierten una integral a una 
forma inmediata (cambio de variable). 

• Utilizar las tablas de integrates inmediatas para cambio de variable. 

• Identificar las transformaciones algebraicas pertinentes para convertir una 
integral a una forma inmediata. 

• Mejorar el desempeno algebraico, a traves de la resolucion de ejercicios de 
integracion. 


Sugerencias para quien imparte el curso 

f Aunque la sustitucion trigonometrica para obtener la integral de ciertas 
funciones, no esta especfficamente en el programa de estudios, es 
recomendable que al alumno sepa que existe esten otros metodos de 
integracion, este es uno de ellos. 


— Conceptos clave: 


Si un integrando contiene expresiones de los tipos: 

a) Va 2 — x 2 b) Va 2 + x 2 c) Vx 2 — a 2 


Donde a es una constante mayor que cero. Es posible apoyarse en el triangulo 
rectangulo y el teorema de Pitagoras para hacer las sustituciones siguientes. 
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Puntos problematicos 

Los alumnos pudieran no recordar como se definen las funciones 
trigonometricas, es recomendable que quien imparte el curso, se 
asegure de que los alumnos conocen lo anterior. 



Ejemplo 1 

Obtener 


f — 1 

J x 2 4a : 2 — x 2 


:dx 


Donde a > 0, de acuerdo con el caso 1 , x = a sen 9 

Entonces Va 2 — x 2 = yfa^-a^ser^O = ^/a 2 ( 1 — sen 2 0) 
= ayfl — TenFo = a cos 9 


Como x = a sen 9. dx = a cos 9 d9. Sustituyendo en la integral 

1 


( [a 2 sen 2 9 ) a cos 9 


0 acos 9 d9 ) 


f 1 dx = [ 

J x 2 yfa 2 — x 2 J 

1 r 1 1 r _ 1 

= —r = — r I csc 2 9d9 = — r-cot0 + C 

a z J (sen z 0 ) a z J a z 


Se debe regresar la integral obtenida -\cot9 + C a la variable de 

integracion original. Haciendo uso del triangulo del caso 1 , cot9 = — - — , de esta 
forma la integral obtenida es: 


/ 


x 2 Va 2 — x 2 


dx = 


Va 2 — 


x z 


a 2 x 


+ C 


Sugerencias para quien imparte el curso 

f Dependiendo de las caractensticas el grupo se pudieran hacer algunos 
ejemplos dando un valor a la constante a, tales como 1, 4, 9, etc y 
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Ejemplo 2 

Obtener 


f—t— 

J yja 2 + x 2 


:dx 


Donde a > 0, de acuerdo con el caso 2 , x = a tan d, por tanto dx = a sec 2 d dd 


Entonces Va 2 + x 2 = Va^l^ihcm^d = A /a 2 (TT”tan 2 0) 

= aVl + tan 2 0 = a sec d 

Sustituyendo en la integral 


dx = I — (a sec 2 0 dd) 

2 / (a seedy J 


r l r l 

J Va 2 + x 2 dx J (a sec 

-s 


seed dd = ln\secd + tan0| + C 


De acuerdo con el triangulo del caso 2, sec0 = . Entonces: 


-/ 


sec d dd = In 


4a 2 + x 2 x 

+ - 

a a 


+ C 


Despues de hacer algunas operaciones algebraicas, el resultado puede escribirse 
como: 


/ 


sec d dd = In 


\[a 


2 + x 2 + x 


+ C 


Sugerencias para quien imparte el curso 

f Nuevamente, dependiendo de las caracterfsticas el grupo, 
proponer algunos ejemplos dando un valor a la constante a, 
1, 4, 9, etc y despues generalizarlo. 


se pueden 
tales como 
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Como x = a sec 0, entonces sec 0 = - y 0 = sec 

a 


entonces: 
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Ejercicios 



Obten las siguientes integrales ocupando 
trigonometrica 


3. f . j= — dx 

J ~2^ x 2_25 


f r — ? dx 

J W 9+x 2 


S^dx 


V 


4— r 


r 

4. J dx 


5 - 


6. f — / dx 

J 7 * 7 


x 2 yj 4— x 2 


r x 

7. J -j=dx 


4^-x 2 


sustitucion 
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